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Rappels et notations

pour tout entier p > 2, les nombres quj sonf

le déterminer, i =
os d’entiers naturels distincts.

L’un des objectifs du probleme est A

ie d’inverses yuissances p-ieml i
la somme finie d’inverses de puis: . - e o y
‘ , a = rationnel z peut s’écrire comme somme
2. on établira quun nombre Té p S mime

T-’.
0,——-1|u|1

Par exemple, pour p
ie di 4 iers natur otincts si et seulement s1 z € |U, b
finie d’inverses de carrés d’entiers naturels distincts c :

es des développements p-adiques de nombrec

Dans la partie I, on rappelle des propriétés classiqu :
réels et on introduit la notion de développement en série de Sylvester de nombre réel. Les Pro-

priétés obtenues dans cette partie sont utilisées dans les parties IV et V.
Dans la partie II, on méne 1'étude d’une suite définie implicitement et on propose de calculer

une somme célébre. Les résultats établis dans cette partie sont mis a profit dans la partie IV
Dans la partie III, on s’intéresse aux déterminations du logarithme, dont on donne une appli-

cation a la partie V.
Dans la partie IV, on dégage des propriétés relatives aux fractions unitaires et on amorce le

debut de la résolution du probléme annoncé. Cette partie constitue un prerequis pour la par-

tie VI
Dans la partie V, on établit un théoréme de Paul Lévy concernant le développement en série

de Sylvester d’une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur 0 1]
. s s’ ’ :
st lla. partie VI, on démontre le résultat annoncé. di 3 Ronald Graham
nsl, les parties etr &0 '
, 1es parties I, II et III peuvent étre abordées de maniere autonome ; la partie V, pour sa

part, ne dépend que des parties I et ITI.

D ) 1 )
Sja;i; ttczlu;:Olets;Jet, on note N I'ensemble des entiers naturels et N* = N \ {0}

Nt des entiers naturels tels ue p < » '
Fidkcicnc i e 1 PS g, onpose [p,g] = {keN: p< kg
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, nawre sl existe un réel  tel que ¥



I. Développement p-adique et développement en série de Sylvester

Dans cette partie, on se donne un entier p € N \ {0,1} et un réel z € 10, 4+-o0.
On consideére les suites (un)nen, (Un)nen et (bn)nen telles que pour tout n € N,

_ |p"z] 1
o= n Un = Uy + — et bn =
p p‘n Lpn T J

|z | sin=~0

—p|p"'z| sinon.

V' 1. (a) Montrer que pour tout n € Ny g GG U
v (b) Montrer que les suites (1, )nen et (v, )nen sont adjacentes et convergent vers .
2. Montrer que pour tout n € N*, b, € [0,p — 1].

S On

== pTl

4. Montrer que la suite (b,),en- ne stationne pas a la valeur (p — 1).

5. Montrer que (by)nen- est 'unique suite a valeurs dans [0, p — 1] ne stationnant pas a la
+00 b
T

valeur (p — 1) telle que z = |[z]| + L3
n=I1 pn

Cette derniére expression constitue le développement p-adique du réel x et, pour tout
n € N*, b, est appelé le n-iéme chiffre de = en base p.

.t b,
V' 3. Montrer que la série ) —7'1 converge et que = = x| +
5 :

6. (a) Dans cette question 6.(a), on suppose disposer de (a,b) € (N*)?* tel que & = b et on

considere la suite (0,,)nen telle que 6y = a et, pour tout n € N,

9n+l — p(oll —b [9,,/')_]) .

N

911 22 bn+k 9,.
Montrer que pour tout n € N, e s e et b, = vl

k=0
(b) En déduire que z est rationnel si et seulement si la suite (bp)nens est périodique a
partir d'un certain rang, c’est-a-dire qu'il existe (N,q) € (N*)? tel que pour tout
entier n 2> N, bpyq = bn.
7. On considere la suite (sp)nene telle que s; = 2 et, pour tout n € N*, 8p41 = 82 — 8, + 1.

v (a) Montrer que pour tout n € N*, s, > L et que sp —— +00.
400 1 l
(b) Montrer que pour tout n € N, k;, LS

8. On considere la suite (z,)nen- telle que z; = T et, pour tout n € N*,

1
Tn41 = Tn — [1/1?,,_] +1'

\/(a) Montrer que la suite (Tn)nen- est bien définie.
Pour tout n € N*, on pose g, = |1/zn] + 1.

1
(b) Montrer que pour tout 7 € N*, gn > 0, gn(gn — 1) < T et gny1 = q- — gn + 1.
v/ n
+00 1
(¢) Montrer que x = »_ —
n=1 1n

=3 Tournez la page S.V.P.



s . une suite d’entiers stricte
< 1. Soit (Tn)neN o i Ment

9. On suppose dans cette question 9 que T < t Z
L et = 3> —
positifs vérifiant, pour tout 7 € N*, Tns1 Z Tn o+
1 1 1

NY i 2 B80S 5T 1y — 1

(a) Montrer que pour tout n €
1
Sl b
(b) Montrer que 7y = LcJ

10. Montrer qu’il existe une unique suite d’ efgerls stri

ctement positifs (7n)nen- telle que, poyy

tout n € N*, r,..H}r?,— =
n=1""

suite de Sylvest

e de Sylvester.

er du réel T et la somme précédente

Cette suite (Tn)nen+ st appelée la
constitue son développement en s€rt

11. On note (Tn)nen- la suite de Sylvester de z.

tel que pour tout n 2 N, Tny1 = r2 — 1, + 1, alors

(a) Montrer que s'il existe NeN

Tz € Q.
(b) Etablir la réciproque.

II. Estimations préliminaires

|

M
g
) T

s
+| =&

=
N
=

Pour tout entier p > 2, soit 7}, la fonction telle que, pour = réel, T,(x)

12. On se donne un entier p > 2.
v/ (a) Etablir que la fonction T, est définie et continue sur [0, +o0].

\/ (b) Donner les variations de Ty, sur [0, +oo].

(¢) Etudier la limite de T, en +oo.
zP T

d) Montrer que pour tout réel z > 0, :
( P ke

13. On se donne un entier p > 2.
« (a) Etablir I'existence d’un unique réel t, € [0 +o00| tel que T,(t,) = 1.
v (b) Montrer que t, > p — 1.
/(c) Montrer que t; < 2.

g (@))wg est strictement décroissante.

':'«_. = HE h‘\?‘ﬂ‘ t:i
Ry 1t croissante.
ey 5%, x - '?-—' "f'_n

a V .
b ’Mt‘_, 1‘ I "f,‘ ’”\l

A



400
(a) Montrer que pour tout entier p > 2, T),(px) = Z gn(p).
=1

1
——— exp(1/x) — 1

(b) Montrer que T,(pr)

17. Etablir équivalent = t, -~ '1%'

+00 P P
Pour tout entier p > 2, soit G, la fonction telle que, pour 2 complexe, Gp(z) = 3 (z - n) .

n=I\

18. Btablir que pour tout entier p > 2, la fonction G, est définie et holomorphe sur I'ouvert

C\{—k; ke N}

19. On se donne un entier p > 2.
p—1
: sit>0

Soit F}, la fonction telle que pour t réel, F,(t) = ¢ €' —1
0 sinon.

(a) Montrer que F,, est continue par morceaux et intégrable sur R.
: 400 :
On note F(F}) : z — F,(t)e ™" dt la transformée de Fourier de F,.

—00

(b) Etablir que la fonction F(F,) est définie sur R.

(c) Montrer que pour tout réel z, G,(ix) = (p(z:z:) 1)|3' (F,)(z).

~ (d) En déduire I'équivalent G»(iz) i iT.

*(p) Montrer plus généralement que Gp(iz) .

R )




[11. Déterminations du logarithme
sur un ouvert non vide © de C est une fonction -
0, exp(f(z)) =z

u laga.nthme sur un ouvert connexe non vide () de C

Une détermination du logarithme
f : 2 > C telle que pour tout 2 €&

snlr!l!;ellequemm‘mm z €N, f'(z)--z—
Mmmquﬁleﬁs@ececwquef+csmt une

1_ n
23 On introduit la fonction fy 1 2+ — Z( 2

(a) Btablir que f; est définie et lmlomorphe sur §2;.
(b) Montrer que f; constitue une détermination du logarithme sur €2;.

n+1
24. On note f, la fonction z = é%i i (z; D " et ; Touvert {z€C; Re(2) > 0}.
(a) Btablir que f> est définie et holomorphe sur ;.
(b) Montrer que pour tout = > 0, fo(z) =
(¢) Montrer que f, constitue une détermination du logarithme sur 2.
25. Soit © un ouvert non vide de C et f : 2 — C une fonction continue.
(n) Mmﬁ f est une détermination du logarithme sur 2, alors f est holomorphe.
u nent, mc r que si expof est holomorphe, alors f est aussi.

5] h@ une demi-droite fermée issue de l'origine. Etablir
étermination dulegantesurC\D

ermination du logarithme sur C\ (R_) qui s’annule

détermination du logarithme syr ()

et ouvert Q = {2€C; |z - 1| <1},




IV. Sommes de fractions unitaires

On note £ Pensemble des suites réelles positives 1 = (g, )nens dont la série associee Z’ltn
converge.

40 N‘
Pour tout % = (Un)nent € ¢t . on introduit 'ensemble P, (1) = {L Enltn 3 (En)nens € 10; 1} } :

n=I|\
28. (a) Montrer que pour tout u € (7, I'ensemble P (1) est bien défini.

i | " \ T ___on—1 L3
(l)) Soit p € N*. On considere la suite u = - (1 )pen+ OU, pour tout n € N*, u, = 2 Sl
< p, Uy, = 0 sinon. Vérifier que u € (" et déterminer I’ensemble P (1).

29 Déterminer les suites 1 = (i, )nens € (7 telles que P (1) soit fni.

. a , - ) ,
30. Soit un réel a > 0. On pose u = (‘2"> . Vérifier que u € (7 et déterminer Poolt)-
€N
1 ; |
31. Soit p un entier tel que p > 3. On pose u = | — et § = |U,—
])” neN* E 1
Pour tout entier n € N* et pour toute réunion R = U la;, b;] de n segments disjoints

i€[1,n]
de R (o, pour tout 7 € [1,n], a; < b;), on pose

— b — a;
M= ([ai’a'i+bt allu[bi_ Pa’b'])'
| p

i€[1,n]

(a) Vérifier que u € (.
(b) Montrer que P (u) C X(S).

+°°c~

(¢) Soit (€n)nen- € {0,1}N". On pose = = y — o . Montrer que z € X(X(S)) et que
n=1

K(K(S)) est la réunion de quatre segments disjoints. Préciser, en fonction de £, et
de £,, lequel contient z.

(d) On considere la suite (Sp)nen- de parties de R telle que S, = S et, pour tout n € N*,
S..1 = X(S,). Montrer que P,(u) = () Sn.

neN*

+00
32. On considere un entier p > 3 et un réel a > 1. On pose 3 = z L et 4 = l
= p[naj pn . 7

(a) Etablir que le réel /3 existe et que si « est rationnel alors 3 est rationnel.

On suppose jusqu’a la question 32.(d) que le réel o est irrationnel et on pose pour tout

e =[] [F]

%" %)
(b) Montrer que pour tout n € N*, 3, € {0,1}.
(¢) Etablir gue pour tout n € N*, /3, est le n-iéme chiffre de 3 en base p.
(d) En déduire que f# est un réel irrationnel de P (u).

33. Soit u = (u,)nen- € £* telle que pour tout n € N*, u, # 0 et &k e N.

X ~ 3 . / . 11"‘
Montrer que P (u) posséde une infinité de rationnels et une infinité d’irrationnels.

Tournez la page S.V.P.



ost la suite définie a la question 7.

——

1 .
e 3 y - ou (Sn)néN°
34. On pFCDd ici la suite ¥ = (Sn)néN‘

7w +
a) Vérifier que u € (. : R I cer | oo
(2) Cor que, & Uexception d’un élément = a préciser, il existe Une
: N* telle que T = o
unique suite (En)nemo € {0, 1} = 5n
+00
‘-fn - - A :
| (0,1}, Montrer que le réel Y = est rationnel si et seulemeng g
(©) Soit (en)nen- € (0.1} o
: .t stati aire.
la suite (En)néN‘ est stationne -
. . y . - - <
| i3 : . est dit substituable si u, < Z e
Pour tous u € ¢+ et n € N*, le n-ieme terme n de =1
+00
e : s sont substituables. On pose 0 = 3"y,
35 On considére une suite v € ¢+ dont tous les termes s p 2 tn,
—

On se propose d’établir que Poo(u) = [0, al.
(a) Montrer que 0 et o appartiennent a P ()
On suppose jusqu’a la question 35.(d) que o > 0 et on conmdere.:r € 0, a]. ‘
On définit (£, )nen+ € {0, 1}V par récurrence comme suit : £, = 1 s1u, <n x et ey = 0sinon:

si, pour n € N*, les termes £, - - - ,£, sont définis, alors en41 = 1 si Z Extin + Upyy < o
k=1

et €,41 = 0 sinon.
(b) Montrer que la suite (£,),en+ n'est pas constante.

(c) Etablir que la suite (&, )nens ne stationne pas a la valeur 1.

+00

(d) En déduire que z = Z Enll, et le résultat annoncé.
n=1

1
36. On prend ici la suite u = (—2) .
n neN

(a) Vérifier que u € €%,
(b) Montrer que pour tout entier n > 2, le n-iéme terme 1, de u est substituable.

2 2
(¢) Montrer que P (1) = [0, Zrﬁ— - 1] U [1, %] ;

1
37. On pose u = (;1—3)"6'“.. On reprend les notations de la partie II, en particulier celles de

la question 13.
(a) Vérifier que u € ¢+,

3
T e 3

@+1p " @r2p 2(z + 3)*

(b) Montrer que pour tout réel = > 0, Ts(x) >

(c) En déduire que t; < 3.
(d) Détermin foncti S
er, en fonction de ( = Z 3 'ensemble P ().

n—=1\



38. On se donne un entier p = 2. On prend ici la suite u = (#) . Pour tout ¢ € N*, on
neN*

pose Py = {Z & ; (ex)keqiq € {0, l}"}.
k=1

(a) Vérifier que u € i
(b) Montrer qu’il existe un unique entier N, € N* tel que

{n € N*; le n-idme terme u, de u n'est pas substituable} = [1, Np].

P
(c) Montrer que N, -y
NP

(d) Etablir que 'application (€k)ke|1 A Z — est bijective de {0, l}N" sur Py,.

(e) On pose p, = Z .V, +k)P
Montrer que fpoo (u) U [w,w + pp), ou les segments sont deux a deux disjoints.

wETN’,

V. Un théoréme de Paul Lévy sur les séries de Sylvester

Dans cette partie, on se place sur un espace probabilisé (2, A,P) sur lequel est définie une
variable aléatoire uniformément distribuée sur [0, 1].
39. Montrer qu’il existe une variable aléatoire U suivant la loi uniforme sur [0,1] telle que
pour tout w € Q, U(w) € ]0,1].
On reprend les notations de la partie I, en particulier celles de la question 10. Pour tout w € €2,

+00
on note (Qn(w))nen- la suite de Sylvester du réel U(w); la relation U(w) = ) 0 l(w) est donc
n=] ¥n

le développement en série de Sylvester de U(w).
40. Montrer que pour tout n € N*, @,, est une variable aléatoire.
On pose €, = {k € N; k > 2} et pour tout entier n 2> 2,
€= {(ki,+ ka) EN"; ki 2 2et Vi € [Ln—1), kins 2 K — ki +1}.
Dans la question suivante, (s,), cx. désigne la suite définie dans la question 7.
he . SOII n € N*. Et&bh.l‘ que (81, Sn) € en et que pour tout (kla -y kn) = ena
.*h 81,5 - - :kh




¢ k> 2, on pose Pu(k) = B(Qn = k). s 1)
> 2 et k 2 2, PTI(L) 5= Z —A:(,\ _—1‘) I)rv-](j:)_

- entiers 1 Ty
Montrer que pour tous J22;

2 Fu(k) f 1)
(b) En déduire que pour tout entier 1 2 2, k{: Y e j2—j+1
roo p (k o\ "
(¢) Montrer que pour tout n € N, 2 _T < (3‘) :
a suite d’établir le thé(;rérne de Paul Lévy suivant :

45. Pour tous entiers n 2 1e

2

[\~

On se propose dans I 1 .
: : = D n —\/h converge en loi vers la 1o o
la suite de variables aléatoires ( ——ﬁ l“(Q - ) f) n>2 2 a loi gayg.
sienne centrée réduite N(0, 1).
On pose ¢; : t— E (e"“"Q‘) et pour tout entier n = 23
k
: Qn ) L6y itln(—z) n(n — 1)
ttln( ’ n .
Q1--Qn-1 et e D, e TR
On it ]E(e ) Yn o k(k—1)

46. Montrer que (¢n)n>1 €t (n)n>2 sont des suites de fonctions définies sur R.

47. Soit un entier n > 3 et un réel t.

M Z 6“ i (kl k;,'l‘lln—z )
ontrer que la somme
(Rysrs ka1 )ECx—1 kn—l(k‘n—l == 1)
48. On rappelle que v désigne la fonction définie a la question 27.
(a) Montrer qu’il existe un réel C > 0 tel que pour tous entier n > 2 et réel t.
C(l+ |t
n(®) — p(0)) < T,
2 n—1
=) i)

(b) Etablir, pour tous entier n > 2 et réel t, |Pn(t) — Y(t)pn-1(t)| < C (3

Uk, (t) existe et vaut ¢,(t).

(c) Montrer que pour tous entiers m et n tels que n > m = 1 et pour tout réel t,
n—m 2 . |
on(t) = 9" " (Oém()] <3C (5) (1 + ).

(d) En déduire que pour tout ¢ € R, (bn(%)e‘“\/'-‘ S P2

n—+4o00

(e) Montrer le théoréme de Paul Lévy annoncé.

VI. Un théoréme de Ronald Graham

Dans toute cette partie, on se fixe un entier P 2 2 et on considére la suite u = (—1—>
ne

On _reprend les notations de la partie IV, en particulier celles de la question 38. En posant
U= | [w,w+ py[, on se propose d’établir que

wGTNp



49. Soit (An)nen- et (Bn)nen- telles que A, = 1 0) B (3 0
) 1 —

t Iyn la matrice identité de taj o 0 5) et, pour tout 7 € N, en
pnotant /on 'TICE 1dentite de taille 2™ A coefficients réels,

A 0
n 2n

(a) Montrer que pour tous n € N* et k ¢ |1, n|, les matrices A* et B*
T

En déduire I'existence d’ ier pair :
(b) l'un entier pair g > 2 et de 2¢ entiers naturels impairs distincts

ap,as, - ,0as tels que pour tout k ). ak k ‘ '
) ) ’ q | p L Elllvl)ll, ”/]+'°’+a-q:(lz_*_l+"'+a’2~q.

(c) Etablir dans R[X] I'égalité (X +a,)?+- - (X +ag)? = (X4+ag1)P+- - -+ (X +az,)P.
50. On considere un entier pair D > 2. Pour tout (4,7) € I[l,p]] X {O’ ]}’ on pose

ont méme trace.

q
M, ;(X) = (X + ajqex + iD)? € R[X].
k=1

(a) Montrer qu’'on peut choisir D de sorte que pour tous éléments distincts (k,) # (¢, )
de [1,2¢] x [1,p], on ait : ar. +iD # a; + jD. On fait cette hypothese par la suite.

(b) Pour tout k = (ky,--- ,k,) € [1,2q]", on pose
Si(X) = (X + ax, + D)?(X + ax, + 2D)?--- (X + ax, + pD)? € R[X].

Montrer qu'’il existe un entier naturel pair w, tel que (Si(wp))gepi gqp CONStitue une

famille de (2¢q)” puissances p-iemes d’entiers impairs deux a deux distincts.

P
(c) Etablir que le produit 7, = || Mk, (wp) est un entier naturel pair, indépendant du
!

k=
choix de (g1, ,&p) € {0,1}".
51. Montrer qu'il existe une famille (M;),cy, o5y de 2” ensembles finis non vides d’entiers na-

turels impairs, deux a deux disjoints, telle que pour tout 1 € ]S = )RR
keM;

52. Soit m € N*.

(a) Montrer qu'il existe r € N et (b )kefor) € [0,27 — 1]7+! tels que m = X%ka”" .

(b) En déduire que mm, est la somme de puissances p-iemes d’entiers naturels distincts.

‘Wp—l
On pose ©, = Y (km, + 1)".
k=l . o ) .
53. Montrer que tout entier n vérifiant n > ©, est la somme de puissances p-iemes d’entiers
naturels distincts. n

> O, tel que pour tout entier n 2> Oy Y KP > (n+1)P.

54. Montrer qu’il existe un entier dp =

~ On se fixe jusqu’a la question 60 un rationnel z de U,. - » .

On introduit des entiers C, > 24, et K, > (C, + 1)! vérifiant la condition suivante : pour
tout m € [B,, 8, + (6,C,)"], il existe une partie finie non vide M de N telle aue, ¢ i3 Part
U ﬁ.t h:ll 2 q:;e pd’autre part, tout élément de M s’écrit comme le produit d’éléments

-11- Tournez la page S.V.P.
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